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Analyse Spectrale des Signaux Aléatoires

1. Motivation
2. Aspects théoriques

D. Estimation: périodogramme lissé, moyenné
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Motivation

L,analg se de Fourier des signaux aléatoires est-elle possible?

La TF d'un signal aléatoire est une fonction aléatoire.

X (t, @W\W\W X, wzw\/vww X, WB)W\/W\/\/\
]F

[l faut donc décrire la structure fréquentielle d'un signal d'un

point de vue statisticue.

Un descripteur statistique trés utilisé est la densité spectrale de

puissance moyenne (DSP)
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TF d'un signal aléatoire?

+  Ladécomposition de Fourier d un signal aléatoire stationnaire

), .
s écrit formellement:

X (t,w) = jeizﬂﬂdX(f,a))
—o0 %f—/

\

\

processus « incrémental » qui

joue le role d'un coefficient de

Fourier aléatoire

-l s’agit de l’équivalent de la TF inverse, mais la TF directe ne

', .
s écrit pas : elle ne converge pas!
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Interprétation

+ Le processus incrémental e2MdX(f, @) s'interpréte comme le
filtrage du signal X(t,®) dans une bande de fréquence centrée

sur T et de largeur df infiniment étroite.

- Laquantité

B{[dX (f,0)['}

’ \ L L4
s interpréte comme la puissance moyenne du signal dansla

bande de fréquence centrée sur f et de largeur df.

+  Clest essentiellement cette guantité qui est utile en temps que
descripteur statistique du signal, car la phase est aléatoire et, en

général, de moyenne nulle.
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La Densité Spectrale de Puissance

Définition :la densité spectrale de puissance moyenne (DSP) du
signal aléatoire X(t,®) est déefinie telle que

S, (f)df :E{|dX(f,w)|2}

- mesure la puissance moyenne du signal en la fréquence £

SX ( f ) A Puissance dans la bande de
Unités: fréquences [f -df : f+ df]
U?/Hz

f
O > <« >
df
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Propriétés fondamentales de la DSP

Théoréme de Parseval (conservation de la puissance)

P = [ Sy (f)df

Théoreme de Wiener-Khinchine

VAAM\MWMMAV . T
vvu\jwwwww

R(z) <55, (f)

A

— d'oul'on déduit d ailleurs Parseval en remarquant que £ X R X(O)

— d'oul'on déduit que la FAC est une fonction positive définie
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o Estimation de la DSP

Problématique: estimer Sy (f) a partir d une séquence aléatoire

{X[n]}, n=0,...,N-1 stationnaire et exgodigue

Deux méthodes principales:

1. Méthode directe: Module carré dela TED = périoclop;ramme

S,k = 1K1 =

2. Méthode indirecte: TFD de la FAC estimée

IX[K]", k=0,..,N-1

Sx[KI=TFD{R,[7]}

Pris tels quels, ces estimateurs sont tres mauvais (non
9 ld
convergents) car ils ne reproduisent pas ] opérateur E{}
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"Move lives have beew lost looking at the raw
periodogram than by ary other action
iwolving time series!”

Pere de:
la TFR

‘le « bit »

*la démodualtion

complexe
- le polyspectre

* le cepstre

* ete..

John Tukey, 1915-2000
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Périodogramme moyenné

Q. Estimation directe par le périodogramme moyenné

. 1 ¥ .
S, [kKI=—> IV[K], k=0,..,N-1
K3
N J O
(i) v N J
IN [k] Y
I(i+1)[k \ Y /
N
| 14Dk ~
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Périodogramme lissé

1. Estimation directe par le périodogramme lissé

1K)

S« [kl=(1, *W)[K], k=0,..,N-1

1 SAx [k]

Ve

W[K]
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FAC pondérée

D. Estimation indirecte parla FAC pondérée

A ~ fenétre d'apodisation
SX [k] =TFD { RX [T] ) W[T]}// symétrique, positive. Fx:
Ry [7] &

MWWWWWMNWW” wiz]

11anni118

R, [7]-Wz]

v

A ] TFD )
R[] =1,]K]
avec <
) TFD )
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Exemple

>>y = filter(b,a,randn(1,N)); Bruit blanc filtré par un
>> psd(y,Nfft,fe,Nw,Nov); filtre passe~bas . = f /4
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